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Algebras de Operadores Toeplitz
Bartleby Ordon˜ez Delgado
RESUMEN
En este trabajo examinamos los C∗-algebras de operadores Toeplitz sobre
la bola unitaria en Cn y en el polidisco unitario en C2. Los operadores Toeplitz
son ejemplos interesantes de operadores que no son operadores normales y
que generan C∗-algebras no conmutativas. Adema´s, en los mejores casos de
algebras de operadores Toeplitz (dependiendo de la geometr´ıa del dominio)
podemos recuperar algunos resultados ana´logos al teorema espectral mo´dulo
operadores compactos. En este contexto, podemos capturar el ı´ndice de un
operador Fredholm que es un invariante nume´rico fundamental en Teor´ıa de
Operadores.
Palabras Claves: Operador Fredholm, Operador Toeplitz, C∗-algebras.
Algebras of Toeplitz Operators
Bartleby Ordonez-Delgado
ABSTRACT
In this work we examine C∗-algebras of Toeplitz operators over the unit
ball in Cn and the unit polydisc in C2. Toeplitz operators are interesting
examples of non-normal operators that generate non-commutative C∗-algebras.
Moreover, in the nice cases (depending on the geometry of the domain) of
algebras of Toeplitz operators we can recover some analogues of the spectral
theorem up to compact operators. In this setting, we can capture the index of
a Fredholm operator which is a fundamental numerical invariant in Operator
Theory.
Keywords: Fredholm Operators, Toeplitz Operators, C∗-algebras.
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El teorema espectral juega un rol fundamental en el estudio de operadores
normales, especialmente autoadjuntos. De hecho, el teorema espectral puede
ser aplicado (usando diagonalizaciones simultaneas) a C∗-algebras conmuta-
tivas. El espectro es una fuente rica de invariantes nume´ricos, tales como el
ı´ndice y la traza, cuando estos esta´n definidos. La versio´n del teorema espec-
tral que muestra que un operador es unita´riamente equivalente a un operador
multiplicacio´n, es el fundamento del ana´lisis funcional.
Algunas preguntas surgen luego de esta discusio´n. ¿Hay ejemplos ”natu-
rales” de operadores no normales? ¿Que´ tipo de algebras generan este tipo
de operadores? Claramente un operador no normal genera un C∗-algebra
no conmutativo. Esto nos lleva a buscar familias de operadores que generan
C∗-algebras no conmutativas. En teor´ıa de funciones tenemos ejemplos bien
naturales - operadores Toeplitz.
En el contexto de algebras de operadores Toeplitz, podemos preguntar ba-
jo que condiciones o sobre que dominios podemos recuperar algunos ana´logos
o consecuencias del teorema espectral. Resulta que para algunos ”buenos”
casos (algebra de operadores Toeplitz sobre dominios estrictamente pseudo-
convexos) el ideal conmutador coincide con el espacio de operadores compac-
tos; entonces, obtenemos una especie de ”teorema espectral mo´dulo operado-
res compactos”. Esta similitud es suficiente para recuperar algunos resultados
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del teorema espectral mo´dulo operadores compactos, por ejemplo el ı´ndice de
un operador Fredholm, el cual es una de las invariantes nume´ricas primarias
en teor´ıa de operadores.
El domino donde los operadores Toeplitz esta´n definidos juega un rol im-
portante en la caracterizacio´n de los algebras de operadores Toeplitz. Resulta
que si el dominio no es lo suficientemente ”bueno” (dominio no estrictamen-
te pseudo-convexo), el ideal conmutador del algebra de operadores Toeplitz
contiene mas que operadores compactos. En este caso, el algebra no es ”con-
mutativa mo´dulo operadores compactos” y nuestro ana´logo del teorema es-
pectral no es una fuente simple de invariantes. La u´ltima parte del cap´ıtulo
final contiene algunos comentarios que apuntan hacia un desarrollo en esa
direccio´n.
Este trabajo es un estudio de la estructura teo´rica de los algebras de
operadores Toeplitz asociados con funciones escalares continuas. El paper
organiza resultados conocidos de manera que motiva investigacio´n reciente y
futura. La principal fuente de este trabajo es la coleccio´n de papers [Upm].
La mayor´ıa de los resultados en el presente trabajo son casos particulares de
resultados mas generales que pueden ser encontrados en [Upm]. Sin embargo,
varias de las pruebas han sido trabajadas de manera independiente usando
te´cnicas accesibles y distintas a las encontradas en [Upm].
El primer dominio que consideramos es el disco unitario porque el dis-
co es el dominio mas simple con frontera suave. Luego, consideramos las
generalizaciones naturales del disco unitario, la bola unitaria y el polidisco
unitario. En el caso del polidisco, no tenemos una ”buena” frontera por tal
razo´n este caso sera nuestro ejemplo de contraste con los casos anteriores
donde pod´ıamos aplicar nuestro ana´logo del teorema espectral.
Tambie´n consideramos los espacios de Hardy y de Bergman en L2 porque
son los espacios mas simples donde los operadores Toeplitz esta´n definidos y
tienen propiedades interesantes. A lo largo de este trabajo discutiremos las
similitudes y diferencias entre los C∗-algebras generados por los operadores
Hardy-Toeplitz y Bergman-Toeplitz. Eventualmente probaremos que la u´ni-
ca diferencia entre ellos es el ideal conmutador.
En el segundo cap´ıtulo estudiaremos el espacio de Bergman sobre el disco
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unitario. El espacio de Bergman esta definido como el espacio de Hilbert de
funciones holomorfas que son cuadrado-integrables. En este contexto, mostra-
remos una base expl´ıcita para el espacio de Bergman. Esta base sera´ muy u´til
para caracterizar la proyeccio´n ortogonal del espacio L2(D) sobre el espacio
de Bergman, para encontrar el Bergman Kernel (kernel reproductor), y para
encontrar una representacio´n integral de las funciones en el espacio de Berg-
man. Adema´s, haremos un ana´lisis de los operadores Bergman-Toeplitz sobre
el disco unitario, los cuales esta´n definidos como las compresiones al espacio
de Bergman de los operadores multiplicacio´n con s´ımbolos continuos. Nuestro
resultado principal en este cap´ıtulo es la caracterizacio´n del C∗-algebra gene-
rado por los operadores Toeplitz. Resulta que el algebra de operadores com-
pactos sobre el espacio de Bergman esta contenido en el C∗-algebra generado
por los operadores Toeplitz y coincide con el ideal conmutador. Adema´s, el
C∗-algebra cociente (subalgebra del algebra de Calkin) que resulta en dividir
el C∗-algebra de operadores Toeplitz por el algebra de operadores compactos
es C∗-isomorfo a el algebra de funciones continuas sobre el circulo unitario.
Concluimos este cap´ıtulo mostrando una bonita caracterizacio´n de los ope-
radores Fredholm-Toeplitz.
En el cap´ıtulo tres estudiaremos el espacio de Hardy sobre el disco unita-
rio. El espacio de Hardy esta definido como el subespacio cerrado de L2(S1)
generado por las funciones zn donde n es un entero no negativo. Usando el
kernel de Poisson podemos extender cada funcio´n en el espacio de Hardy a
una funcio´n holomorfa sobre el disco unitario. Como en el cap´ıtulo dos, ca-
racterizaremos el C∗-algebra de los operadores Hardy-Toeplitz sobre el disco
unitario. Aqu´ı la definicio´n de operador Toeplitz es similar a la definicio´n en
el caso del espacio de Bergman. Obtendremos el mismo resultado que en el
caso del espacio de Bergman, es decir, el algebra de operadores compactos
en el espacio de Hardy es igual al ideal conmutador del C∗-algebra de ope-
radores Hardy-Toeplitz y el C∗-algebra cociente (subalgebra del algebra de
Calkin) que resulta en dividir resulting el C∗-algebra de operadores Toeplitz
por el algebra de operadores compactos es otra vez C∗-isomorfo a el algebra
de funciones continuas sobre el circulo unitario. En conclusio´n, el C∗-algebra
de operadores Hardy-Toeplitz es isomorfo (modulo operadores compactos) a
el C∗-algebra de operadores Bergman-Toeplitz.
En el cap´ıtulo cuatro comenzamos con las generalizaciones de los casos
previos a dimensiones mas altas. Esta vez consideramos el espacio de Berg-
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man sobre la bola unitaria en Cn, definido como en el caso uno-dimensional.
En este caso, la buena geometr´ıa de la bola unitaria (dominio estrictamente
pseudo-convexo) garantiza la existencia de funciones pico, los cuales juegan
un rol importante en la caracterizacio´n de el C∗-algebra de operadores Toe-
plitz. En el final de este cap´ıtulo obtenemos el ana´logo a los casos previos de
caracterizacio´n de C∗-algebra de operadores Toeplitz.
Para el espacio de Hardy sobre la bola unitaria, en el cap´ıtulo cinco, usa-
mos mas herramientas de teor´ıa de funciones de varias variables complejas
e.g. la formula del kernel de Szego, el cual juega el mismo rol que la formula
del kernel de Poisson en el caso uno-dimensional. A lo largo de este cap´ıtulo
repetiremos varios argumentos usados en el caso del espacio de Bergman, y
nuestra caracterizacio´n de C∗-algebra de operadores Toeplitz es similar en el
casos del espacios de Bergman y Hardy.
El propo´sito del u´ltimo cap´ıtulo es dar una aplicacio´n de los resultados
obtenidos en los cap´ıtulos previos. Resulta que en el caso de la bola unitaria
los operadores Toeplitz que son Fredholm son aquellos en donde su s´ımbolo
nunca se anula en la frontera; entonces, el ı´ndice esta bien definido para estos
operadores. Finalmente, probamos un teorema de ı´ndice para operadores
Fredholm Toeplitz en el caso de la bola unitaria.
1.2. Operadores Fredholm
En esta seccio´n mencionaremos algunas propiedades importantes de los
operadores Fredholm que sera´n usadas a lo largo de este trabajo.
Notaciones: Sean X e Y espacios de Banach.
1. B(X, Y ) denota el espacio de operadores lineales acotados de X a Y .
En el caso que X = Y , B(X) = B(X,X).
2. K(X, Y ) denota el espacio de operadores compactos en B(X, Y ). En el
caso que X = Y , K(X) = K(X,X).
3. Recuerde que un operador N ∈ B(X) es normal si NN∗ = N∗N .
Definicio´n 1.2.1. Sea T ∈ B(X, Y ). T es llamado un operador Fredholm si
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1. Ker(T ) tiene dimensio´n finita.
2. Ran(T ) es cerrado en Y .
3. Coker(T ) tiene dimensio´n finita.
A continuacio´n probaremos que la segunda condicio´n de la definicio´n de
operador Fredholm es redundante pues es una consecuencia de la primera y
tercera condicio´n.
Lema 1.2.2. Sea T ∈ B(X, Y ) y sea C un subespacio cerrado de Y tal que
Y = Ran(T )⊕ C. Entonces Ran(T ) es cerrado en Y .
Demostracio´n. Por simplicidad, suponga que T es injectiva pues Ker(T ) es
un subespacio cerrado y T puede ser reemplazado por el operador inducido
sobre el cociente X/Ker(T ). Defina U : X⊕C → Y como U(x, c) = T (x)+c.
Note que U es un isomorfismo lineal acotado. Por el Teorema del Mapeo
Abiero, U es un homeomorfismo. Por lo tanto Ran(T ) = U(X ⊕ {0}) es
cerrado.
El siguiente teorema nos da una caracterizacio´n de los operadores Fred-
holm.
Teorema 1.2.3. A ∈ B(X, Y ) es Fredholm si y so´lo si A es invertible modulo
operadores compactos.
Nota 1.2.1. El espacio de operadores Fredholm acotados, denotado por Φ(X),
es el conjunto de elementos invertibles del algebra de Calkin B(X)/K(X).
Definicio´n 1.2.4. Sea T un operador Fredholm. El nu´mero Ind(T ) = Ker(T )−
Coker(T ) es llamado ı´ndice de T .
Ejemplo: Sea {en}∞n=1 una base ortonormal del espacio de Hilbert H.
Considere el operador traslacio´n a la derecha S : H → H, S(en) = en+1,
n ≥ 1. Note que dimKer(S) = 0 y dimCoKer(S) = 1. Entonces, S es un
operador Fredholm con Ind(S) = −1.
1.3. C∗-algebras
En esta seccio´n repasaremos algunas propiedades sobre C∗-algebras que
sera´n usadas en este trabajo.
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Definicio´n 1.3.1. Un C∗-algebra A es un algebra sobre C con una norma
a 7→ ‖a‖ y una involucio´n a 7→ a∗ , a ∈ A, tal que A es completa con respecto
a la norma, y tal que ‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖‖ y ‖a∗a‖ = ‖a‖2 para todo a, b ∈ A.
Ejemplos
1. Cn es un C∗-algebra con la norma euclidiana.
2. Sea H un espacio de Hilbert. B(H) y K(H) son C∗-algebras con la
norma de operadores.
3. Sea N un operador normal en B(H). El C∗-algebra generado por N ,
denotado por C∗〈N〉 es conmutativo.
4. Sea K ⊆ Cn un conjunto compacto. El espacio de funciones continuas
con valores complejos C(K) es un C∗-algebra.
Nota 1.3.1. Sea C∗(T ) el C∗-algebra generado por el operador acotado T . Si
T es un operador normal, el C∗-algebra C∗(T ) es conmutativo. Si T no es
un operador normal, el C∗-algebra C∗(T ) no es conmutativo. En la pro´xima
secccio´n, veremos que las C∗-algebras de operadores Toeplitz son ejemplos
interesantes de C∗-algebras no conmutativas.
Cap´ıtulo 2
Operadores Bergman-Toeplitz
sobre el Disco Unitario D
El punto de vista en este cap´ıtulo ha sido influenciado por [Upm] y
[Zhu]. Algunas de las aserciones en este cap´ıtulo son casos particulares de
resultados mas fuertes que pueden ser encontrados en la coleccio´n de pa-
pers [Upm]. En este cap´ıtulo mostraremos que los operadores Toeplitz con
s´ımbolos polinomiales no constantes son ejemplos naturales de operadores
no normales que surgen en teor´ıa de operadores y verifican que el algebra
generada por estos operadores Toeplitz es conmutativa mo´dulo operadores
compactos. Desde esta caracterizacio´n podemos identificar que operadores
son Fredholm (invertible mo´dulo operadores compactos) y capturar la inva-
riante nume´rica primaria en teor´ıa de operadores, el ı´ndice de un operador
Fredholm. (Vea el cap´ıtulo 6 para una discusio´n detallada del ı´ndice de ope-
radores Fredholm-Toeplitz).
2.1. El Espacio de Bergman H2(D)
Considere L2(D) el espacio de Lebesgue de funciones cuadrado-integrables





Convencio´n: Productos internos sera´n considerados conjugados-linea´les
en la primera variable.
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Las siguientes dos proposiciones dan la base para probar que el espacio de
Bergman es un espacio de Hilbert de funciones holomorfas y para mostrar
la existencia de su kernel reproductor llamado Bergman Kernel. Tambie´n, se
puede probar que estas dos proposiciones son todav´ıa ciertas si reemplazamos
el disco unitario por la bola unitaria en Cn.
Proposicio´n 2.1.1. Sea K ⊂ D un conjunto compacto, entonces el mapeo
restriccio´n,
R : L2(D) ∩O(D)→ C(K), R(f) = f |K
es continuo donde la me´trica de C(K) es la me´trica inducida por la norma
del infinito.
Demostracio´n. Sea a ∈ K y 2d = dist(K, ∂D) > 0, entonces tenemos
B¯(a, d) ⊂ D




cj(z − a)j convergiendo uniformemente sobre B¯(a, d)
Como para j 6= k ∫
B(a,d)













Como Area(B(a, d)) es constante para todo a in K, entonces tenemos
‖f‖2 ≥ ‖f |K‖∞
√
Area(B(a, d))
Esto prueba la continuidad de R.
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Proposicio´n 2.1.2. L2(D) ∩O(D) es un subespacio cerrado de L2(D)
Demostracio´n. Tomemos (fn) una sucesio´n L
2 de Cauchy en L2(D) ∩O(D).
Por la Proposicio´n 2.1.1, (fn) es una sucesio´n de Cauchy en C(K) para todo
subconjunto compacto de D . Entonces, existe f ∈ O(D) tal que fn → f
normalmente sobre D (i.e. converge sobre subconjuntos compactos).
Por otro lado, nosotros tenemos ‖fn−h‖2 → 0 para algu´n h ∈ L2(D) porque
L2(D) es completo. Esto implica que (fn) converge en medida a h; entonces,
existe una subsucesio´n de (fn) que converge c.s. (casi siempre) a h. Por lo
tanto, f = h c.s.; entonces, f ∈ L2(D)∩O(D). Esto prueba que L2(D)∩O(D)
es completo; en consecuencia, un espacio de Hilbert. Por lo tanto L2(D)∩O(D)
es un subespacio cerrado de L2(D).
Definicio´n 2.1.3. H2(D) := {f ∈ C(D¯) : f ∈ O(D)}L2 es llamado espacio
de Bergman sobre el disco unitario.
Note que H2(D) ⊂ L2(D)⋂O(D) es un espacio de Hilbert de funciones ho-
lomorfas.
La proyeccio´n ortogonal P : L2(D) → H2(D) es llamada la proyeccio´n de
Bergman. Para cualquier z ∈ D fijo; por la Proposicio´n 2.1.1, el map eva-
luacio´n
eval : H2(D)→ C
eval(f) = f(z)
es continuo. Luego, por el teorema de Riesz-Frechet, existe Kz ∈ H2(D) tal
que
f(z) = 〈Kz, f〉 =
∫
D
Kz(w)f(w)dA(w) ∀f ∈ H2(D)
K(z, w) := Kz(w) llamado la funcio´n Bergman Kernel.
Notacio´n: Para 0 < r < 1 denotamos D¯r = {z ∈ D : |z| ≤ r}. Aho-
ra, para cualquier f ∈ L2(D)⋂O(D) con f(z) = ∑∞j=0 djzj convergiendo
normalmente sobre D, definamos
fr(z) := f(z)χD¯r




j converge uniformemente sobre D¯r. Es claro que
fr ∈ L2(D)
Las funciones “restriccio´n”fr son bien u´tilies para obtener informacio´n y
aproximar f ∈ H2(D).










znz¯mdA(z) = 0 ∀n 6= m
Lema 2.1.5. fr → f en norma L2(D) para cualquier f ∈ L2(D)
⋂
O(D)
Demostracio´n. Claramente |fr(z)−f(z)| ≤ 2|f(z)|, entonces |fr(z)−f(z)|2 ≤
4|f(z)|2. Como fr → f puntualmente y 4|f(z)|2 es integrable, por el Teorema
de Convergencia de Lebesgue obtenemmos fr → f en norma L2(D).
Lema 2.1.6. Para cualquier f ∈ L2(D)⋂O(D) con f(z) = ∑∞j=o djzj con-
vergiendo normalmente sobre D































Lema 2.1.7. Sea g ∈ L2(D) y f ∈ L2(D)⋂O(D), entonces
〈g, fr〉 → 〈g, f〉
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En particular
〈zn, f〉 = π
n+ 1
dn
donde dn es el mismo antes mencionado.
Demostracio´n. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el Lema 2.1.5,
|〈g, fr〉 − 〈g, f〉| = |〈g, fr − f〉| ≤ ‖g‖2‖fr − f‖2 → 0
La pro´xima proposicio´n muestra una base para L2(D)
⋂
O(D). Resulta
que los elementos de la base pertenecen al espacio de Bergman H2(D); por
lo tanto, el espacio de Bergman coincide con L2(D)
⋂
O(D).
Proposicio´n 2.1.8. Sea φn(z) := cnz




. Entonces {φn} es
una base ortonormal de L2(D)
⋂
O(D).
Demostracio´n. Es fa´cil de chequear que {φn} es un conjunto ortonormal.












r2n+2. Como fr → f en norma
L2 y fr(z) → f(z) puntualmente, nosotros tenemos ‖fr‖2 → ‖f‖2; por lo
tanto, ‖f‖2 =∑∞n=0 |dn|2cn2 . Luego, tenemos que
∞∑
n=0
〈φn, f〉 = ‖f‖2
Entonces f ∈ span{φn}.
Por lo tanto {φn} es una base ortonormal de L2(D)
⋂







n en norma L2.
Corolario 2.1.9. Sea f ∈ L2(D)⋂O(D) con f(z) =∑∞j=0 djzj convergien-
do normalmente. Entonces, f(z) =
∑∞
j=0 djz
j converge en norma L2.
Nota 2.1.1. Como φn ∈ H2(D), entonces H2(D) = L2(D)
⋂
O(D).
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Ahora tenemos las herramientas para calcular el Bergman Kernel y dar
una representacio´n expl´ıcita de la proyeccio´n de Bergman P .
Proposicio´n 2.1.10. Sea f ∈ H2(D) con f(z) = ∑∞j=o djzj convergiendo























































Kz(w)f(w)dA(w) ∀f ∈ H2(D) , ∀z ∈ D
Entonces,
K(z, w) = Kz(w) =
1
π(1− w¯z)2
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2.2. Operadores Toeplitz en H2(D)
Definicio´n 2.2.1. Para f , una funcio´n continua sobre D¯, el operador multi-
plicacio´n con s´ımbolo f , mf : L
2(D) → L2(D), esta definido como mf (g) :=
fg
Nota 2.2.1. ‖mf (g)‖2 = ‖fg‖2 ≤ ‖f‖∞‖g‖2 ⇒ ‖mf‖op ≤ ‖f‖∞
Nota 2.2.2. Como 〈mf (h), g〉 = 〈h, f¯g〉 para todo h, g ∈ L2(D), mf ∗ = mf¯
Definicio´n 2.2.2. Para f , una funcio´n continua sobre D¯, el operador Bergman-
Toeplitz con s´ımbolo f , Tf : H
2(D) → H2(D) esta definido como Tf (g) :=
P ◦mf (g)
Nota 2.2.3. Usando la caracterizacio´n del kernel de Bergman, tenemos






(1− w¯z)2dA(w) ∀g ∈ H
2(D)
Proposicio´n 2.2.3. Para todo f ∈ C(D¯) tenemos
(i) ‖Tf‖op ≤ ‖f‖∞
(ii) Tf
∗ = Tf¯
Si ϕ ∈ A(D) := O(D) ∩ C(D¯) , entonces
(iii) TfTϕ = Tfϕ
(iv) Tϕ¯Tf = Tϕ¯f
Demostracio´n. (i) Recuerde que ‖P‖op = 1. Por lo tanto,
‖Tf‖op = ‖P ◦mf‖op ≤ ‖P‖op‖mf‖op = ‖mf‖op ≤ ‖f‖∞
(ii) Recuerde que P es autoadjunto. Note que podemos escribir Tf =
PmfP . Entonces, usando la Nota 2.2.2 tenemos Tf
∗ = P ∗mf
∗P ∗ = Pmf¯P =
Tf¯
(iii) Es fa´cil de verificar que A(D) es un algebra. Para cualquier h ∈ H2(D) en-
tonces existe (hn) en A(D) tal que ‖hn−h‖2 → 0. Se sigue que ‖ϕhn−ϕh‖2 →
0; por lo tanto, ϕh ∈ H2(D).
Adema´s, Tϕ(h) = Pmϕ(h) = ϕh, i.e., Tϕ = mϕP . Entonces, TfTϕ = PmfmϕP =
PmfϕP = Tfϕ.
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Aplicando (ii) tenemos Tϕ¯Tf = Tϕ¯f
Definicio´n 2.2.4. El C∗-algebra Bergman-Toeplitz sobre D esta definido
como el C∗-algebra unitario T (D) := C∗〈Tf : f ∈ C(D¯)〉 generado por todos
los operadores Toeplitz con s´ımbolos continuos.
Proposicio´n 2.2.5. T (D) = C∗〈Tp : p ∈ P (C)〉, donde P (C) denota los
polinomios sobre C
Demostracio´n. Sea f ∈ C(D¯). Aplicando el teorema de Stone-Weierstrass
existe una sucesio´n de polinomios pn(z, z¯) , que pueden ser escritos como
pn(z, z¯) =
∑m
j=1 pj(z)qj(z) donde pj, qj ∈ P (C) , convergiendo uniformemen-
te a f .









Pero cada pn(z, z¯) puede ser escrito como pn(z, z¯) =
∑m
j=1 pj(z)qj(z). Por lo
tanto
Tf ∈ C∗〈Tp : p ∈ P (C)〉
porque pn converge uniformemente a f y Tpj
∗Tqj ∈ C∗〈Tp : p ∈ P (C)〉.
La siguiente proposicio´n muestra que Tp es un operador no-normal pa-
ra cualquier polinomio no constante p. Esto significa que hemos encontrado
nuestro primer ejemplo de C∗-algebra no conmutativa generada (excepto por
polinomios constantes) por operadores no-normales.
Si formamos el cociente de T (D) con su ideal conmutador obtendremos un
C∗-algebra conmutativa que es mas fa´cil de estudiar. La idea clave para en-
tender T (D) es la caracterizacio´n de su ideal conmutador.
Proposicio´n 2.2.6. Tp es un operador no-normal para cualquier polinomio
no constante p. Adema´s, T (D) es un C∗-algebra no conmutativa.
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Demostracio´n. No es dif´ıcil de verificar que la integral sobre D de cualquier
polinomio no constante es cero. Sea p cualquier polinomio no constante. Como
φnp es un polinomio no constante para todo n, tenemos que 〈p¯, φn〉 = 0. Esto
significa que p¯ ∈ H2(D)⊥; entonces, P (p¯) = 0. Por otro lado, 〈1, |p|2〉 6= 0;
entonces, P (|p|2) 6= 0.
Poniendo estas cosas juntas tenemos
TpTp¯(1) = TpP (p¯) = 0
y
Tp¯Tp(1) = Tp¯(p) = P (|p|2) 6= 0
Por lo tanto Tp es un operador no-normal.
La siguiente proposicio´n es crucial en la caracterizacio´n de T (D). Al final
de la pro´xima seccio´n probaremos, como una consecuencia de la siguiente
proposicio´n, el C∗-algebra de operadores compactos esta incluida en T (D).
Proposicio´n 2.2.7. T (D) actu´a irreduc´ıblemente sobre H2(D)
Demostracio´n. Sea B : H2(D) → H2(D) una proyeccio´n ortogonal que con-
muta con T (D). En particular, TfB = BTf sobre H2(D) para todo f ∈ C(D¯).
Es claro que p(z)B(1) ∈ H2(D) para cualquier p ∈ P (C). Entonces para cual-
quier p, q ∈ P (C)
B(q) = B(Tq(1)) = TqB(1) = P (qB(1)) = qB(1) (2.2.1)
Luego, usando la ecuacio´n 2.2.1
〈B(1), p¯q〉 = 〈pB(1), q〉 = 〈B(p), q〉
Por otro lado
〈B(1), p¯q〉 = 〈p, qB(1)〉 = 〈p,B(q)〉 = 〈B(p), q〉
Entonces 〈B(1) − B(1), p¯q〉 = 0. Como {∑nj=1 pj(z)qj(z) : pj, qj ∈ P (C)} es
uniformemente denso en C(D¯), {∑nj=1 pj(z)qj(z) : pj, qj ∈ P (C)} es denso en
L2(D). Esto implica que B(1)−B(1) = 0. Como B(1) es holomorfo, B(1) es
una funcio´n constante. Adema´s como B2 = B y B(1) es constante, tenemos
que B(1) = B2(1) y esto implica que B(1) = 1 o 0. Por lo tanto; por la
ecuacio´n 2.2.1, B = 0 o B = Id.
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2.3. Caracterizacio´n del Algebra de Toeplitz
T (D)
En la primera parte de esta seccio´n estudiaremos los operadores Toeplitz
compactos. Resulta que un operador Toeplitz es compacto si y solo si su
s´ımbolo se anula en la frontera de D.
Lema 2.3.1. Sea {Kn} sea la exhausio´n de D por subconjuntos compactos,
donde
Kn = B(0, 1− 1n). Entonces para cada K = Kn, la familia
F = {h|K : h ∈ H2(D), ‖h‖2 ≤ 1} tiene cerradura compacta en C(K)
Demostracio´n. Sea K = Kn y E = Kn+1 para un n fijo pero arbitrario.
Denote 2r = dist(K, ∂E). Aplicando la Proposicio´n 2.1.1, ∃c > 0 tal que
sup|h(E)| ≤ c‖h‖2 ∀h ∈ H2(D)
Ahora para cualquier z1, z2 ∈ K con |z1 − z2| ≤ r, tenemos [z1, z2] ⊂ K ⊂ E
Aplicando el Teorema del Valor Medio:
|h(z1)− h(z2)| ≤ supw∈[z1,z2]|h′(w)||z1 − z2| ...(∗)
Observe que para cualquier w0 ∈ [z1, z2], B(w0, r) ⊆ E. Por la Desigualdad
de la Integral del Cauchy











Usando (*) y el resultado anterior; obtenemos
|h(z)− h(w)| ≤ c
r
‖h‖2|z − w| ≤ c
r
|z − w| ∀h ∈ F
Luego F es equicontinua. Adema´s, para cualquier z ∈ K y h ∈ F , |h(z)| ≤ c
Por el Teorema de Arzela-Ascoli, F tiene cerradura compacta en C(K).
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Proposicio´n 2.3.2. Sea f ∈ C(D¯) con f |∂D = 0. Entonces, Tf es un opera-
dor compacto.
Demostracio´n. Considere {Kn} y F como an el lema anterior. Sea K = Kn
para cualquier n ∈ N fijo.
Por el lema previo, el mapeo restrccio´n
r : H2(D)→ C(K) , r(h) := h|K
es un operador compacto.
Note que el mapeo inclusio´n





|gχK |2dA ≤ ‖g‖∞2Area(D)
Defina mχK : H
2(D)→ L2(D) como mχK = i ◦ r. Como i es continuo y r es
un operador compacto, mχK tambie´n es un operador compacto.
Ahora, observe quemfχK : H
2(D)→ L2(D) definido comomfχK := mf ◦mχK
es un operator compacto porque mf es un operator acotado.
Note que fχK no es necesariamente continuo pero podemos denotar como
TfχK = P ◦mfχK el cual es un operator compacto.
Afirmacio´n: fχKm → f en la norma L∞(D¯) cuando m→∞
Prueba:
Por la continuidad uniforme de f , dado ǫ > 0 , existe δ ∈ (0, 1) tal que
|z − w| < δ ⇒ |f(z)− f(w)| < ǫ ∀z, w ∈ D¯
Como {Kn} es una exhauscio´n de conjuntos compactos encajados de D,
∃n ∈ N tal que B¯(0, 1− δ) ⊆ Kn.
Entonces, si z ∈ D¯ \Kn ⇒ ∃z0 ∈ ∂D tal que |z − z0| < δ ⇒ |f(z)− f(z0)| =
|f(z)| < ǫ. Por lo tanto, |f(z)− (fχKn)(z)| < ǫ ∀z ∈ D¯.
Como Kn ⊆ Km, ∀m ≥ n, ‖f − (fχKm)‖∞ < ǫ ∀m ≥ n.
En consecuencia ‖f − (fχKm)‖∞ → 0
Finalmente,
‖Tf − TfχKm‖op = ‖Tf−fχKm‖op ≤ ‖f − (fχKm)‖∞ → 0
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Como TfχKm son operadores compactos, Tf es un operator compacto.
Para probar el resto de las caracterizaciones de operadores Toeplitz com-
pactos, definiremos y usaremos algunas propiedades de transformaciones de
Berezin. La tranformacio´n de Berezin de un operador Toeplitz recupera in-
formacio´n sobre el s´ımbolo; de hecho, es una funcio´n continua que coincide
con el s´ımbolo en S1.
Definicio´n 2.3.3. Defina para un a ∈ D fijo, ϕa(z) = a−z1−a¯z ∀z ∈ D.
Claramente ϕa definida previamente es un automorfismo (Mo¨bius trans-
formacio´n) del disco unitario.





y ka ∈ H2(D). Adema´s,
Jacϕa(z) = |ka(z)|2.




〈Ka, Ka〉 = ‖Ka‖2. Por lo tanto, ka(z) = π(1 − |a|2)Ka tiene norma ‖ka‖ =
π(1− |a|2)√Ka(a) = √π.
Definicio´n 2.3.4. f˜(z) := 1
π
〈kz, Tf (kz)〉 es llamado la transformacio´n de Be-
rezin de f .
Nota 2.3.3.











Proposicio´n 2.3.5. f˜ ∈ C(D¯) y f˜ = f sobre ∂D para todo f ∈ C(D¯)
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Demostracio´n. Note que para cualquier a ∈ ∂D tenemos ϕz(w) = z−w1−z¯w → a
cuando z → a ∀w ∈ D.
Por la continuidad de f , (f ◦ ϕz)(w) → f(a) cuando z → a ∀w ∈ D; y,
|f ◦ ϕz(w)| ≤ ‖f‖∞ ∀w ∈ D ∀z ∈ D.












La continuidad de f˜ sobre D se prueba usando el mismo argumento.
Lema 2.3.6. ka → 0 de´bilmente cuando |a| → 1
Demostracio´n. Recuerde que ka(z) = π(1− |a|2)Ka(z). Entonces
〈ka, zn〉 = π(1− |a|2)〈Ka, zn〉 = πan(1− |a|2)
Luego
〈ka, zn〉 → 0 cuando |a| → 1
Por lo tanto, 〈ka, φn〉 → 0 cuando |a| → 1 . Esto significa, ka → 0 de´bilmente
|a| → 1.
Teorema 2.3.7. Sea f ∈ C(D¯). Tf es un operador compacto si y solo si
f ∈ C0(D)
Demostracio´n. f ∈ C0(D) implica que Tf es un operador compacto (esto fue
probado en Proposition 2.3.2).
Suponga que Tf es un operator compacto. Por la Nota 2.3.2
|f˜(z)| = 1
π





Como kz → 0 de´bilmente cuando |z| → 1 y Tf es un operator compacto,
‖Tf (kz)‖2 → 0 cuando z → 1.
En consecuencia, f˜(z0) = 0 , ∀z0 ∈ ∂D. Como f˜ y f son iguales sobre ∂D,
f ∈ C0(D).
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Recuerde que {φn}+∞n=0 es una base ortonormal para H2(D)










Sea P : L2(D) −→ H2(D) la proyeccio´n ortogonal sobre H2(D). Enton-












Para probar que los semi-conmutadores Tfg−Tf ◦Tg son operadores com-





0, n < m
cn−m
c2n
φn−m, n ≥ m.
Demostracio´n. Por la fo´rmula anterior:






















0, n < m
cn−m
c2n
φn−m, n ≥ m.
Lema 2.3.9. Tzpzq − Tzp ◦ Tzq es un operador compacto.








φp+k−q, p+ k ≥ q.




0, k < q
ck−q
ck

















φp+k−q(z), k ≥ q.
Para k ≥ q:






































Sea ak definida anteriormente. Denote A = Tzpzq − Tzp ◦ Tzq , A(φk) =
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akφp+k−q, k ≤ r
0, k > r
Sea h ∈ H2(D) con ‖h‖2 = 1 y h(z) =
∑
αkφk
























ak → 0 cuando r → +∞
Entonces Br
op−→ A.
Por lo tanto A es un operador compacto.
Lema 2.3.10. Tzpzq ◦ Tzrzl − T(zpzr)(zqzl) es un operator compacto.
Demostracio´n. Tzpzq = Tzqzp = Tzq ◦ Tzp
Tzrzl = Tzlzr = Tzl ◦ Tzr
T(zpzr)(zqzl) = Tzq ◦ Tzpzlzr = Tzq ◦ Tzpzl ◦ Tzr
Tzpzq◦Tzrzl−T(zpzr)(zqzl) = Tzq◦Tzp◦Tzl◦Tzr−Tzq◦Tzpzl◦Tzr = Tzq◦(Tzp◦Tzl−Tzpzl)◦Tzr
Por el lema previo, Tzpzq ◦ Tzrzl − T(zpzr)(zqzl) es un operador compacto.
Lema 2.3.11. Sean ϕ(z, z¯) y ψ(z, z¯) polinomios, entonces
(a) Tϕ ◦ Tzpzq − Tϕzpzq es un operador compacto.
(b) Tzpzq ◦ Tϕ − Tϕzpzq es un operador compacto.
(c) Tϕ ◦ Tψ − Tϕψ es un operator compacto.
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Tϕ ◦ Tzpzq − Tϕzpzq =
∑
bi,j(Tzαizβj ◦ Tzpzq − Tzpzqzαizβj )
La prueba se sigue usando el lema anterior.
(b) y (c) se prueban de manera similar.
Teorema 2.3.12. Sean ϕ, ψ ∈ C(D¯), entonces Tϕ ◦Tψ−Tϕψ es un operador
compacto.
Demostracio´n. Primero, sea p(z, z¯) un polinomio. Como ψ es continuo, existe
una sucesio´n qn(z, z¯)→ ψ uniformemente. Entonces
‖Tp◦Tqn−Tp◦Tψ−(Tpqn−Tpψ)‖op = ‖Tp◦Tqn−ψ−Tp(qn−ψ)‖op ≤ ‖Tp‖op‖Tqnψ‖op+‖Tp(qn−ψ)‖op
≤ ‖p‖∞‖qn − ψ‖∞ + ‖p‖∞‖qn − ψ‖∞ → 0 cuando n→∞
En consecuencia Tp ◦ Tqn − Tpqn → Tp ◦ Tψ − Tpψ en norma de operator.
Por el lema previo, Tp ◦ Tqn − Tpqn son operadores compactos; entonces, Tp ◦
Tψ − Tpψ es un operator compacto.
De la misma manera, podemos mostrar que Tϕ ◦ Tψ − Tϕψ es un operador
compacto, fijando ψ y aproximando ϕ (uniformemente) usando polinomios.
Ahora estamos listos para probar el teorema principal de este cap´ıtulo, la
caracterizacio´n de T (D).
Teorema 2.3.13. El Bergman-Toeplitz C∗-algebra T (D) tiene como ideal
conmutador K(H2(D)) (operadores compactos), y existe un C∗-isomorphism
ν : T (D)/K(H2(D))→ C(S1)
tal que para todo f ∈ C(D¯),
ν(Tf +K(H2(D))) = f |S1
Cap´ıtulo 2. Operadores Bergman-Toeplitz sobre el Disco Unitario D 24
Demostracio´n. El conmutador
[Tf , Tg] := TfTg − TgTf = (TfTg − Tfg)− (TgTf − Tgf )
es un operador compacto, por el teorema anterior.
Luego, el ideal conmutador T ′(D) generado por los conmutadores [Tf , Tg]
esta contenido en K(H2(D))
Sabemos que T (D) no es conmutativo, entonces T ′(D) 6= 0
Como T (D) actu´a irreduc´ıblemente sobreH2(D) y por el Corolario 2 de [Arv,
p. 18], tenemos que K(H2(D)) ⊆ T (D). Luego T ′(D) es un ideal distinto de
zero de K(H2(D)). Por el Corolario 1 de [Arv, p. 18] T ′(D) = K(H2(D)).
Entonces,
ρ : C(D¯)→ T (D)/K(H2(D)) , ρ(f) := Tf +K(H2(D))
es un C∗-homomorfismo (bien definido) que es sobreyectivo.
Note que el mapeo restriccio´n
r : C(D¯)→ C(S1) , r(f) := f |S1
es un C∗-homomorphism sobreyectivo. En efecto, para cualquier f ∈ C(S1)
podemos definir
f˜(z) := |z|f( z|z|) si z 6= 0 y f˜(0) := 0
Claramente, f˜(z) ∈ C(D¯) y f˜ |S1 = f .
Si f ∈ Ker(r) i.e. se elimina sobre S1, entonces Tf es un operador compacto
(usando el Teorema 2.3.7). Luego, existe ρ¯ un C∗-homomorfismo sobreyectivo
tal que ρ¯ ◦ r = ρ.
Ahora, tomemos f ∈ Ker(ρ¯) i.e. Tf˜ operador compacto. Por el Teorema
2.3.7, f˜ se anula sobre S1. Esto implica que f ≡ 0. En consecuencia ρ¯ es
inyectivo; por lo tanto, es un C∗-isomorphism.
Cap´ıtulo 3
Operadores Hardy-Toeplitz
sobre el Disco Unitario D
El punto de vista en las primeras dos secciones de este cap´ıtulo son influen-
ciados por [Yng], y las u´ltimas dos secciones siguen la linea de razonamiento
de [Upm]. Como en el caso de espacios de Bergman (Cap´ıtulo 2) mostrare-
mos que los operadores Toeplitz con s´ımbolos polinomiales no constantes son
operadores no normales y verifican que el algebra generado por estos opera-
dores Toeplitz es conmutativa mo´dulo operadores compactos. Tambie´n, en
este caso podemos identificar que operadores son Fredholm. Discutiremos el
ı´ndice de estos operadores en el cap´ıtulo 6. Adema´s, observamos que el C∗-
algebra de operadores Bergman-Toeplitz es C∗-isomorfo (mo´dulo operadores
compactos) a el C∗-algebra de operadores Hardy-Toeplitz.
3.1. El Espacio de Hardy H2(S1)
El propo´sito de esta seccio´n es definir y mostrar una base ortonormal del
espacio de Hardy sobre el disco unitario. Una vez mas las funciones ”radia-
les”son bien u´tiles para obtener informacio´n sobre las funciones en el espacio
de Hardy.
Considere L2(S1) ≈ L2(0, 2π) el espacio de Lebesgue de funciones cuadrado-
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integrables sobre S1 con medida de Haar dm(z) = dθ
2π













Definicio´n 3.1.1. H2(S1) definido como la L2(S1) cerradura de {f |S1 : f ∈
C(D¯) ∩O(D)} es llamado espacio de Hardy sobre D
Teorema 3.1.2. (zn)n∈Z es una base ortonormal de L
2(S1)
Demostracio´n. Se sabe que (einθ)n∈Z es una base ortonormal de L
2(0, 2π).
Se sigue por identificacio´n que L2(S1) ≈ L2(0, 2π) that (zn)n∈Z es una base
ortonormal de L2(S1).
Lema 3.1.3. Sea f ∈ C(D¯)∩O(D). Defina para cualquier r ∈ (0, 1) fr(z) :=
f(rz) ∀z ∈ D¯. Entonces fr|S1 → f |S1 en la norma L2(S1) cuando r → 1.
Demostracio´n. Para cada z ∈ S1 tenemos que fr(z)→ f(z) puntualmente y
|fr(z) − f(z)|2 ≤ 4‖f‖2∞ (la norma del infinito en la derecha es considerada
sobre D¯). La prueba se sigue por el Teorema de Convergencia de Lebesgue.
Teorema 3.1.4. Sea f ∈ C(D¯) ∩ O(D) con f(z) =∑∞j=0 ajzj convergiendo
normalmente sobre D. Entonces f(z) =
∑∞
j=0 ajz
j en norma L2(S1).








norma L2(S1) cuando r → 1.
Como fr → f en norma L2(S1) y por la Desigualdad de Cauchy-Schwarz,
〈zn, fr〉 → 〈zn, f〉 cuando r → 1.
Pero 〈zn, fr〉 = anrn ∀n ≥ 0 y 0 en otros casos. En consecuencia, 〈zn, f〉 = an
∀n ≥ 0 y 0 en otros casos. Por lo tanto, f(z) = ∑∞j=0 ajzj en norma L2,
porque (zn)n∈Z es una base ortonormal de L
2(S1).
Corolario 3.1.5. (zn)n≥0 es una base ortonormal de H
2(S1).
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Demostracio´n. Por el lema anterior, {f |S1 : f ∈ C(D¯)∩O(D)} ⊆ clos{(zn)n≥0},
donde clos significa cerradura en L2(S1). Como clos{(zn)n≥0} es un subes-
pacio cerrado de L2(S1), tenemos que H2(S1) ⊆ clos{(zn)n≥0}.
Por otro lado, zn ∈ H2(S1). Por lo tanto clos{(zn)n≥0} ⊆ H2(S1).
Ahora investigaremos mas el espacio de Hardy. Probaremos que podemos
extender funciones en el espacio de Hardy a funciones holomorfas definidas
sobre el disco unitario. Adema´s, gracias al kernel de Poisson mostraremos
una fo´rmula expl´ıcita para esta extensio´n.




j define una funcio´n holomorfa en D, i.e., conver-
giendo normalmente sobre D
Demostracio´n. Note que
∑∞
j=0 |aj|2 = ‖f‖2 < ∞. Entonces |aj| → 0. Esto
implica que ∃n0 ∈ N tal que |aj| < 1 ∀j > n0; en consecuencia, l´ım sup j
√|aj| ≤
1.








j define una funcio´n holomorfa ∀|z| < R; en conse-
cuencia, f˜(z) es holomorfo en D.
Corolario 3.1.7. Sea f ∈ H2(S1), entonces ‖f˜r‖2 crece con r ∈ (0, 1) y
l´ımr→1 ‖f˜r‖2 = ‖f‖2.




jzj converge uniformemente, entonces converge en norma










Definicio´n 3.1.8. log+(x) := log(x) si x ≥ 1 y 0 en otro caso.
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Teorema 3.1.9 (Teorema de Fatou). Sea f ∈ H2(S1), entonces l´ımr→1 f˜r(z) =
f(z) c.s.
Demostracio´n. Observe que
log+ |f˜r(z)| = 1
2






















log+ |f˜r(z)|dm(z) ≤ 1
2
‖f‖22 <∞
Por Teorema 3.3.3 de [Rd3, p. 45], f ∗(z) = l´ımr→1 f˜r(z) existe c.s. Por lo
tanto f ∗ es una funcio´n medible.















Por lo tanto f ∗ ∈ L2(S1). Ahora, usando el Problema 17 de [Roy, p. 127]
tenemos
〈zn, f˜r〉 → 〈zn, f ∗〉 ∀n ∈ Z
Como (zn)n∈Z es una base ortonormal de L
2(S1) y
〈zn, f˜r〉 → 〈zn, f〉 ∀n ∈ Z
f = f ∗ en L2(S1).
Nota 3.1.2. Se puede probar que f˜r → f en norma L2(S1) (vea el Teorema
3.4.3. [Rd3, p. 51]).
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Teorema 3.1.10 (Fo´rmula del Kernel de Poisson). Sea f ∈ H2(S1). Para








Pr(θ − t) = 1− r
2
1− 2r cos(θ) + r2
Demostracio´n. Vea [Yng, p. 161] .
Definicio´n 3.1.11. Defina




〈zn, g〉zn en L2 norma
Nota 3.1.3. P es claramente bien definida y es la proyeccio´n ortogonal de
L2(S1) sobre H2(S1)
3.2. Operadores Toeplitz en H2(S1)
El resultado ma´s importante de esta seccio´n es que el C∗-algebra de ope-
radores Hardy-Toeplitz actu´a irreduc´ıblemente sobre el espacio de Hardy. Los
dos ingredientes mas importantes para esta prueba son la fo´rmula del kernel
de Poisson y el teorema de Fatou.
Comenzamos con algunas definiciones y propiedades ana´logas a aquellas que
aparecen en el caso del espacio de Bergman.
Definicio´n 3.2.1. Para una funcio´n continua f sobre S1, el operador multi-
plicacio´n con s´ımbolo f , denotado como mf : L
2(S1)→ L2(S1), esta definido
como mf (g) := fg
Nota 3.2.1. ‖mf (g)‖2 = ‖fg‖2 ≤ ‖f‖∞‖g‖2 ⇒ ‖mf‖op ≤ ‖f‖∞.
Nota 3.2.2. Como 〈mf (h), g〉 = 〈h, f¯g〉 para todo h, g ∈ L2(S1), tenemos que
mf
∗ = mf¯
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Definicio´n 3.2.2. Para cada funcio´n continua f sobre S1, el operador Hardy-
Toeplitz con s´ımbolo f , denotado como Tf : H
2(S1)→ H2(S1), esta definido
como Tf (g) := P ◦mf (g)
Proposicio´n 3.2.3. Para todo f ∈ C(S1), tenemos
(i) ‖Tf‖op ≤ ‖f‖∞
(ii) Tf
∗ = Tf¯
Si ϕ ∈ H2(S1) ∩ C(S1) , entonces
(iii) TfTϕ = Tfϕ
(iv) Tϕ¯Tf = Tϕ¯f
Demostracio´n. La prueba es similar a la del caso del espacio de Bergman
(vea la Proposicio´n 2.2.3.)
Definicio´n 3.2.4. El C∗-algebra Hardy-Toeplitz sobre S1 esta definido como
el C∗-algebra unitario T (S1) := C∗〈Tf : f ∈ C(S1)〉 generado por todos los
operadores Toeplitz con s´ımbolos continuos.
Proposicio´n 3.2.5. T (S1) = C∗〈Tp : p ∈ P (C)〉, donde P (C) es el conjunto
de polinomios sobre C
Demostracio´n. La prueba es similar a la del caso del espacio de Bergman
(vea la Proposicio´n 2.2.5).
Proposicio´n 3.2.6. Tp es un operador no-normal para cualquier polinomio
no constante p. Adema´s, T (S1) es un C∗-algebra no conmutativa.
Demostracio´n. Un argumento similar a el usado en la Proposition 2.2.6
funciona en esta prueba.
Proposicio´n 3.2.7. T (S1) actu´a irreduc´ıblemente sobre H2(S1)
Demostracio´n. Sea B : H2(S1) → H2(S1) sea una proyeccio´n ortogonal
que conmuta con T (S1). En particular, TfB = BTf on H2(S1) para todo
f ∈ C(S1).
Note que para cualquier p ∈ P (C) tenemos que p(z)B(1) ∈ H2(S1). Enton-
ces, para cualquier p, q ∈ P (C)
B(q) = B(Tq(1)) = TqB(1) = P (qB(1)) = qB(1) (3.2.1)
Cap´ıtulo 3. Operadores Hardy-Toeplitz sobre el Disco Unitario D 31
Adema´s
〈B(1), p¯q〉 = 〈pB(1), q〉 = 〈B(p), q〉
Por otro lado
〈B(1), p¯q〉 = 〈p, qB(1)〉 = 〈p,B(q)〉 = 〈B(p), q〉
Luego 〈B(1) − B(1), p¯q〉 = 0. Ahora, si escogemos p(z) = zn y q(z) = 1 y
vice versa para n ≥ 0, obtenemos para todo n ∈ Z
〈B(1)− B(1), zn〉 = 0
Denote f = B(1), entonces f = f¯ ,i.e., f es real sobre S1.
Usando la fo´rmula del kernel de Poisson, vemos que
f˜r(e






Como f(eit) y Pr(θ − t) son reales, f˜ es real sobre D. En consecuencia, f˜ es
una funcio´n real constante porque es holomorfa.
Ahora, por el Teorema de Fatou, f ≡ a ∈ R c.s. Como estamos trabajando
en L2(S1), podemos asumir f ≡ a.
Desde queB2 = B yB(1) es constante,B(1) = B2(1) = B(B(1)) = B(a,1) =
a.B(1) implica B(1) = 1 o 0.
Por lo tanto, usando la equacio´n 3.2.1, B = 0 o B = Id.
3.3. Caracterizacio´n del Algebra de Toeplitz
T (S1)
El siguiente teorema muestra que los operadores Hankel con s´ımbolos
continuos (que sera´n definidos luego) son compactos. Como consecuencia de
este teorema veremos que los operadores semi-conmutadores son compactos
tambie´n. Por lo tanto el conmutador ideal esta contenido en el C∗-algebra de
operadores compactos.
Teorema 3.3.1 (El Teorema de Hartman). Para todo f ∈ C(S1), el operador
Hankel
Hf := (I − P ) ◦mf : H2(S1)→ H2(S1)⊥
es compacto.
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Demostracio´n. Por el Teorema de Stone-Weierstrass, podemos aproximar f
uniformemente por polinomios pn(z, z¯). La idea de la prueba es para mostrar
que los operadores HankelHpn son compactos; entonces, usando la convergen-
cia uniforme de los s´ımbolos obtendremos que Hf es un operator compacto.
Dividiremos la prueba en tres casos.
Caso 1: f = zk , k ≥ 0






n+k ⇒ (I − P ) ◦mf (h) = 0
porque (I − P )⊥P , entonces I − P proyecta sobre clos(zn)−1−∞.
Por lo tanto (I − P ) ◦mf = 0. es un operador compacto.
Caso 2: f = z−k , k > 0










Por lo tanto (I−P )◦mf tiene rango finito, entonces es un operador compacto.
Caso 3: Caso General
Usando los casos 1 y 2, tenemos que Hpn es un operador compacto. Como
pn → f uniformemente, tenemos
‖(I−P )◦mf− (I−P )◦mpn‖op = ‖(I−P )◦mf−pn‖op ≤ ‖I−P‖op‖mf−pn‖op
≤ ‖I − P‖op‖f − pn‖∞ → 0 cuando k → 0
Por lo tanto (I − P ) ◦mf es un operador compacto.
Corolario 3.3.2. Sean ϕ, ψ ∈ C(S1), entonces Tϕ ◦Tψ−Tϕψ es un operador
compacto.
Demostracio´n.
Tϕ ◦ Tψ − Tϕψ = PmϕPmψ − Pmϕψ = Pmϕ(P − I)mψ
Se sigue del hecho de que Pmϕ es un operador acotado y del teorema previo
que Tϕ ◦ Tψ − Tϕψ es un operador compacto.
Cap´ıtulo 3. Operadores Hardy-Toeplitz sobre el Disco Unitario D 33
Teorema 3.3.3. Sea f ∈ C(S1) . Si Tf es un operador compacto entonces
f ≡ 0.
Demostracio´n. Claramente f ∈ L2(S1). Entonces, f(z) =∑∞−∞ anzn conver-
ge en norma L2.











Entonces la matriz Toeplitz [Tf ] = (bi,j) tiene entradas constantes ai−j en las
diagonales. En consecuencia, para un n ∈ Z fijo, tenemos que bi+n,i = an.
Como Tf es un operador compacto, bi+n,i → 0 cuando i → ∞. Por lo tanto
an = 0; implicando, f ≡ 0.
Ahora, tenemos todas las herramientas para probar nuestro teorema prin-
cipal. La prueba ba´sicamente sigue el mismo patron que en el caso del espacio
Bergman.
Teorema 3.3.4. El C∗-algebra Hardy-Toeplitz T (S1) tiene como ideal con-
mutador K(H2(S1)) (operadores compactos), y existe un C∗-isomorfismo
ν : T (S1)/K(H2(S1))→ C(S1)
tal que para todo f ∈ C(S1),
ν(Tf +K(H2(S1))) = f
Demostracio´n. El conmutador
[Tf , Tg] := TfTg − TgTf = (TfTg − Tfg)− (TgTf − Tgf )
es un operador compacto por el Corolario 3.3.2 .
Entonces, el ideal conmutador T ′(S1) generado por los conmutadores [Tf , Tg]
esta contenido en K(H2(S1)))
Sabemos que T (S1) no es conmutativo, entonces T ′(S1) 6= 0
Como T (S1) actu´a irreduc´ıblemente sobre H2(S1) y por el Corolario 2 de
[Arv, p. 18] , K(H2(S1)) ⊆ T (S1). Entonces T ′(S1) es un ideal no zero
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K(H2(S1))). Por el Corolario 1 of [Arv, p. 18], T ′(S1) = K(H2(S1)).
Luego,
ρ : C(S1)→ T (S1)/K(H2(S1)) , ρ(f) := Tf +K(H2(S1))
es un C∗-homomorfismo (bien definido) que es sobreyectivo.
Ahora tome f ∈ Ker(ρ) i.e. Tf es un operador compacto. Por el Teorema




sobre la Bola Unitaria Bn
En los cap´ıtulos siguientes nos enfocaremos nuestra atencio´n en la discu-
cio´n de operadores Fredholm y sus ı´ndices.
Este cap´ıtulo sigue la linea de razonamiento del Cap´ıtulo 2. La bola uni-
taria es la generalizacio´n natural del unitario y probaremos que para este
caso el algebra de operadores Bergman-Toeplitz tiene ba´sicamente la misma
estructura que en el caso uno-dimensional. Note que la bola unitaria tiene
una buena frontera, que nos permite usar funciones pico y obtener una clara
caracterizacio´n del ideal conmutador. Nos podemos preguntar que tanto po-
demos extender el uso de este argumento para obtener resultados paralelos
entre el disco unitario y la bola unitario. La respuesta a esta pregunta puede
ser encontrada en el contexto del ape´ndice, el caso del polidisco, para el cual
la frontera no es buena. El u´ltimo corolario de este cap´ıtulo es fundamental
para nuestra discusio´n del ı´ndice de operadores Fredholm desarrollado en el
cap´ıtulo 6.
Mucha de las aserciones en este cap´ıtulo son simples generalizaciones del
caso uno-dimensional (vea el cap´ıtulo 2); por lo tanto, omitiremos algunas
pruebas que solo requieren repetir un argumento previo.
35
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4.1. El Espacio de Bergman H2(Bn)
Considere L2(Bn) el espacio de Lebesgue de funciones cuadrado-integrables





Lema 4.1.1. Sean α 6= β multi-´ındices no-negativos, entonces
〈zα, zβ〉 = 0
Demostracio´n. Asumamos por simplicidad que α1 6= β1 y denote w = (z2, ..., zn),






















β1dV (z1) = 0
Por lo tanto el lema se sigue.
Proposicio´n 4.1.2. Sea K ⊂ Bn un conjunto compacto, entonces el mapeo
restriccio´n
R : L2(Bn) ∩O(Bn)→ C(K), R(f) = f |K
es continuo.
Demostracio´n. Aplicando el Lema 4.1.1 y usando el mismo argumento que
la prueba de la Proposicio´n 2.1.1.
Proposicio´n 4.1.3. L2(Bn) ∩O(Bn) es un subespacio cerrado de L2(Bn)
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Definicio´n 4.1.4. H2(Bn) := L
2(Bn) ∩ O(Bn) es llamado espacio de Berg-
man.
Proposicio´n 4.1.5. Denote cα =
1
‖zα‖2
para cualquier multi-´ındice no-negativo
α y defina φα(z) := cαz
α. Entonces {φα} es una base ortonormal de H2(Bn).
Demostracio´n. Por el Lema 4.1.1 tenemos que {φα} es un conjunto ortogo-






convergiendo normalmente sobre Bn. Aplicando un argumento similar a el






converge en norma L2(Bn).
Por lo tanto {φα} es una base ortonormal de H2(Bn).
Definicio´n 4.1.6. La proyeccio´n ortogonal P : L2(Bn)→ H2(Bn) es llamado
proyeccio´n Bergman.
Nota 4.1.1. Para cualquier z ∈ Bn fijo; usando la Proposicio´n 4.1.2, tenemos
que el mapeo evaluacio´n eval : H2(Bn) → C, eval(f) = f(z) es continuo.
Entonces, por el Teorema Riesz-Frechet, existe Kz ∈ H2(Bn) tal que
f(z) = 〈Kz, f〉 =
∫
Bn
Kz(w)f(w)dV (w) ∀f ∈ H2(Bn)
Definicio´n 4.1.7. K(z, w) := Kz(w) es llamado Kernel de Bergman.
Nota 4.1.2. Es posible encontrar una representacio´n expl´ıcita del kernel de
Bergman para la bola unitaria (vea por ejemplo [Ran, p. 183] ). El kernel de
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4.2. Operadores Toeplitz en H2(Bn)
En esta seccio´n todav´ıa podemos usar la mayor´ıa de los argumentos usa-
dos en el caso uno-dimensional y tenemos generalizaciones de los resultados
obtenidos in el cap´ıtulo 2. Sin embargo, en algunos casos nuevos problemas
te´cnicos surgen por la dimensio´n.
Definicio´n 4.2.1. Sea f una funcio´n continua sobre B¯n. El operador multi-
plicacio´n con s´ımbolo f , denotado por mf : L
2(Bn) → L2(Bn) esta definido
como mf (g) := fg
Nota 4.2.1. ‖mf (g)‖2 = ‖fg‖2 ≤ ‖f‖∞‖g‖2 ⇒ ‖mf‖op ≤ ‖f‖∞.
Nota 4.2.2. Como 〈mf (h), g〉 = 〈h, f¯g〉 para todo h, g ∈ L2(Bn), entonces
mf
∗ = mf¯
Definicio´n 4.2.2. Sea f una funcio´n continua sobre B¯n. El operador Bergman-
Toeplitz con s´ımbolo f , denotado por Tf : H
2(Bn)→ H2(Bn), esta definido
por Tf (g) := P ◦mf (g)
Proposicio´n 4.2.3. Para todo f ∈ C(B¯n), tenemos
(i) ‖Tf‖op ≤ ‖f‖∞
(ii) Tf
∗ = Tf¯
Si ϕ ∈ A(Bn) := O(Bn) ∩ C(B¯n) , entonces
(iii) TfTϕ = Tfϕ
(iv) Tϕ¯Tf = Tϕ¯f
Definicio´n 4.2.4. El C∗-algebra Bergman-Toeplitz sobre Bn esta definido
como el C∗-algebra unitario T (Bn) := C∗〈Tf : f ∈ C(B¯n)〉 generado por
todos los operadors Toeplitz con s´ımbolos continuos.
Proposicio´n 4.2.5. T (Bn) = C∗〈Tp : p ∈ P (Cn)〉, donde P (Cn) es el con-
junto de polinomios sobre Cn
Proposicio´n 4.2.6. Tp es un operador no-normal para cualquier polinomio
no constante p. Adema´s, T (Bn) es un C∗-algebra no conmutativo.
Demostracio´n. Un argumento similar al usado en la Proposicio´n 2.2.6 fun-
ciona aqu´ı, pero necesitamos aplicar el Lema 4.1.1 y usar la base ortonormal
{φα}.
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Proposicio´n 4.2.7. T (Bn) actu´a irreduc´ıblemente sobre H2(Bn)
Demostracio´n. Sea B : H2(Bn) → H2(Bn) una proyeccio´n ortogonal que
conmuta con T (Bn). Entonces TfB = BTf sobre H2(Bn) para todo f ∈
C(Bn).
Note que pB(1) ∈ H2(Bn) para cualquier p ∈ A(Bn), entonces para cualquier
p, q ∈ A(Bn)
B(q) = B(q,1) = B(Tq(1)) = TqB(1) = P (qB(1)) = qB(1)
〈B(1), p¯q〉 = 〈pB(1), q〉 = 〈Tp(B(1)), q〉 = 〈(Tp ◦B)(1), q〉
= 〈(B ◦ Tp)(1), q〉 = 〈B(p), q〉
〈B(p), q〉 = 〈p,B(q)〉 = 〈p, qB(1)〉 = 〈B(1), p¯q〉 ⇒ 〈B(1)− B(1), p¯q〉 = 0
Como el algebra generado por {p¯q : p, q ∈ P (Cn) ⊂ A(Bn)} es denso en
C(Bn) y C(Bn) es denso en L
2(Bn), el algebra generado por {p¯q : p, q ∈
P (Cn)} es denso en L2(∂Bn). En consecuencia,
B(1)− B(1) = 0
Denote f = B(1), entonces f = f¯ ,i.e., f es real sobre ∂Bn. Por lo tanto,
f ≡ a es una funcio´n real constante.
Como B2 = B y f = B(1) es constante, B(1) = B2(1) = B(B(1)) =
B(a,1) = a.B(1) implica B(1) = 1 o 0.
Por lo tanto B = 0 o B = Id.
4.3. Caracterizacio´n del Algebra de Toeplitz
T (Bn)
En esta seccio´n nos enfocamos en identificar el ideal conmutador de
T (Bn). Introducimos el concepto de operador Hankel el cual es una especie
de “complemento ortogonal”de un operador Toeplitz. Propiedades de opera-
dores Hankel implican propiedades de operadores Toeplitz, y vice versa. Para
nuestros propo´sitos usaremos solo un resultado sobre operadores Hankel, pe-
ro estos operadores son estudiados tanto como los operadores Toeplitz (e.g.
vea [Pel] ).
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Lema 4.3.1. Sea {Km} la exhaucio´n de Bn por subconjuntos compactos
donde
Km = B(0, 1− 1m). Entonces para cada K = Km, la familia
F = {h|K : h ∈ H2(Bn), ‖h‖2 ≤ 1}
tiene cerradura compacta.
Proposicio´n 4.3.2. Sea f ∈ C(B¯n) con f |∂Bn = 0. Entonces Tf es un
operador compacto.
Nota 4.3.1. Para cada a ∈ Bn existe un automorfismo (transformacio´n de
Mo¨bius) de Bn satisfaciendo:
(1) ϕa(a) = 0 y
(2) ϕa ◦ ϕa = IdBn
Adema´s para cada z0 ∈ ∂Bn tenemos
l´ım
a→z0
ϕa(z) = z0 ∀z ∈ Bn
(vea [Rd2]).
Proposicio´n 4.3.3. Sea f ∈ C(B¯n). Entonces el operador Hankel
Hf := (I − P )mf : H2(Bn)→ L2(Bn)
es un operador compacto.
Demostracio´n. Para cualquier z0 ∈ ∂Bn tenemos que
f ◦ ϕa → f(z0) uniformemente cuando a→ z0
En particular
f ◦ ϕa → f(z0)
en norma L2(Bn). Entonces
(I − P )(f ◦ ϕa)→ 0
en norma L2(Bn) porque I − P es continuo.
Por lo tanto, por el Teorema 7 de [StZ] Hf es un operador compacto.
Corolario 4.3.4. Sea f , g ∈ C(B¯n), entonces Tf ◦ Tg − Tfg es un operador
compacto.
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Las funciones pico, definidas en el pro´ximo pa´rrafo, juegan un rol funda-
mental en esa seccio´n. Estas funciones son muy u´tiles para obtener estima-
ciones de normas. La existencia de las funciones pico depende del dominio y
es un resultado bien conocido en la teor´ıa de funciones de variables complejas.
Definicio´n 4.3.5. Sea w ∈ ∂Bn. hw ∈ A(Bn) es una funcio´n pico si |hw(z)| <
1 para cualquier z ∈ B¯n con z 6= w, y hw(w) = 1
Lema 4.3.6. Existe una funcio´n
∂Bn → A(Bn) ⊂ H2(Bn)
w 7→ hw
donde hw es una funcio´n pico en w.
Demostracio´n. Es claro que Bn es un dominio estrictamente (fuertemente)
pseudo-convexo con frontera C∞. El lema se sigue por el Teorema 5.2.15 de
[Kra, p. 188].
Nota 4.3.2. Por la continuidad de hw y su propiedad de funcio´n pico en w,
para cada vecindad abierta U ⊂ B¯n de w ∈ ∂Bn existe una vecindad abierta










|hw(z)|2ndV (z) → f(w) cuando n→∞
Demostracio´n. Podemos asumir que f es una funcio´n de valores reales porque
podemos repetir el mismo argumento para la parte real e imaginaria de f .
Tambie´n, corrigiendo con una contante, podemos asumir que f(w) = 0.
En consecuencia, dado ǫ > 0 existe una vecindad abierta U ⊂ B¯n de w ∈ ∂Bn
tal que supz∈U |f(z)| < ǫ. Por la nota anterior, existe una vecindad abierta


















































|hw(z)|2ndV (z) → 0 cuando n→∞
Corolario 4.3.8. Sea f ∈ C(B¯n) una funcio´n de valores reales no-negativos.






‖fhn‖2 → f(w) cuando n→∞
Proposicio´n 4.3.9. Sea p un polinomio en k variables no-conmutativas.
Entonces
‖p(Tf1 , ..., Tfk)‖op ≥ ‖p(f1|∂Bn , ..., fk|∂Bn)‖∞
donde fj ∈ C(B¯n) for 1 ≤ j ≤ k
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Claramente f tiene un cero en ∂Bn. Usando el corolario anterior, dado ǫ > 0
existe h ∈ H2(Bn) con normal igual a 1 tal que ‖fh‖2 < ǫ. Entonces para
cualquier 1 ≤ j ≤ k
‖Tfj(h)− bjh‖22 = ‖P (fjh− bjh)‖22 ≤ ‖fjh− bjh‖22 ≤ ‖fh‖22 < ǫ2
Por lo tanto
‖Tfj(h)− bjh‖2 < ǫ para todo 1 ≤ j ≤ k
Considere los operadores de la forma Tfj1 ...Tfjm − bj1 ...bjm donde 1 ≤ jl ≤ k
para 1 ≤ l ≤ m. Note que
Tfj1 ...Tfjm − bj1 ...bjm =
m∑
l=1
Tfj1 ...Tfjl−1 (Tfjl − bjl)bjl+1 ...bjm
Podemos asumir que ‖fj‖∞ ≤ 1, asi |bj| ≤ 1, para 1 ≤ j ≤ k para reducir los
ca´lculos. Entonces
‖Tfj1 ...Tfjm (h)− bj1 ...bjmh‖2 ≤
m∑
l=1




‖Tfjl (h)− bjlh‖2 ≤ mǫ
Para cualquier η > 0 podemos escoger ǫ > 0 tal que
‖p(Tf1 ...Tfk)(h)− p(b1, ..., bk)h‖2 ≤ η
Usando la desigualdad triangular
|p(b1, ..., bk)| ≤ ‖p(Tf1 ...Tfk)(h)‖2 + η ≤ ‖p(Tf1 ...Tfk)‖op + η
Como η era arbitrario, tenemos que
|p(b1, ..., bk)| ≤ ‖p(Tf1 ...Tfk)‖op
Finalmente, como (b1, ..., bk) ∈ Im(f1|∂Bn , ..., fk|∂Bn) era arbitrario, tenemos
que
‖p(f1|∂Bn , ..., fk|∂Bn)‖∞ ≤ ‖p(Tf1 , ..., Tfk)‖op
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Ahora tenemos toda la maquinaria necesaria para obtener nuestra carac-
terizacio´n del algebra de operadores Toeplitz. De nuevo, ba´sicamente usamos
el mismo argumento que el caso uno-dimensional; sin embargo, la prueba de
la inyectividad de ρ, definida pro´ximamente, requiere un argumento diferen-
te, el cual es sostenido por la proposicio´n anterior.
Teorema 4.3.10. El C∗-algebra Bergman-Toeplitz T (Bn) tiene como ideal
conmutador K(H2(Bn)) (operadores compactos), y existe un C∗-isomorfismo
ν : T (Bn)/K(H2(Bn))→ C(∂Bn)
Demostracio´n. El conmutador
[Tf , Tg] := TfTg − TgTf = (TfTg − Tfg)− (TgTf − Tgf )
es un operador compacto porque cada semi-conmutador es un operador com-
pacto.
Entonces, el ideal conmutador T ′(Bn) generado por los conmutadores [Tf , Tg]
esta contenido en K(H2(Bn)))
Sabemos que T (Bn) no es conmutativo, entonces T ′(Bn) 6= 0
Como T (Bn) actu´a irreduc´ıblemente sobre H2(Bn) y por el Corolario 2 de
[Arv, p. 18], K(H2(Bn)) ⊆ T (Bn). Entonces T ′(Bn) es un ideal no-zero de
K(H2(Bn))). Por el Corolario 1 de [Arv, p. 18], T ′(Bn) = K(H2(Bn)).
En consecuencia,
ρ : C(B¯n)→ T (Bn)/K(H2(Bn)) , ρ(f) := Tf +K(H2(Bn))
es un C∗-homomorfismo (bien definido) que es sobreyectivo.
Note que el mapeo restriccio´n
r : C(B¯n)→ C(∂Bn) , r(f) := f |∂Bn
es un C∗-homomorphism sobreyectivo. En efecto, para cualquier f ∈ C(∂Bn)
podemos definir
f˜(z) := |z|f( z|z|) si z 6= 0 y f˜(0) := 0
Claramente f˜(z) ∈ C(B¯n) y f˜ |∂Bn = f .
Si f ∈ C(B¯n) se anula sobre ∂Bn, entonces Tf es un operator compacto
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(por la Proposicio´n 4.3.2). En consecuencia, existe ρ¯ un C∗-homomorfismo
sobreyectivo tal que ρ¯ ◦ r = ρ.
Ahora tome f ∈ Ker(ρ¯) i.e. Tf˜ operador compacto.
Sea A ∈ K(H2(Bn)). Entonces A esta en el C∗-ideal generado por los semi-
conmutadores; en consecuencia, A = limAn donde An es una suma finita de
operadores de la forma
Tf1 , ..., Tfk(TFTG − TFG)Tg1 , ..., Tgm
Considere el polinomio de variables no-conmutativas con te´rminos de la mis-
ma forma que los te´rminos deAn, i.e., con te´rminos de la forma x1x2...xk(z1z2−
z3)y1...ym.
Usando la proposicio´n anterior y
f1|∂Bn ...fk|∂Bn(F |∂BnG|∂Bn − F |∂BnG|∂Bn)g1|∂Bn ...gm|∂Bn = 0
tenemos que
‖f˜ |∂Bn‖∞ ≤ ‖Tf˜ + An‖op
En consecuencia ‖f˜ |∂Bn‖∞ ≤ ‖Tf˜ + A‖op
Como f ∈ Ker(ρ¯), f˜ |∂Bn ≡ 0.
Por lo tanto f ≡ 0
Corolario 4.3.11. Tf es Fredholm si y solo si f(z) 6= 0 ∀z ∈ ∂Bn.
Demostracio´n. El anterior teorema implica que f |∂Bn es invertible en C(∂Bn)




sobre la Bola Unitaria Bn
No hay muchas dificultades adicionales en seguir el mismo razonamiento
usado en el caso del espacio de Bergman, excepto por la asercio´n de que los
operadores Hankel son compactos. Solo mencionaremos este resultado por-
que su prueba requiere argumentos sofisticados. Por otro lado, notamos que
las algebras de operadores Bergman-Toeplitz y Hardy-Toeplitz sobre la bola
unitaria son todav´ıa C∗-isomorfas modulo operadores compactos. En el con-
texto del teorema espectral podemos todav´ıa calcular el invariante nume´rico
que es invariante bajo perturbaciones compactas, el ı´ndice de un operador
Fredholm (vea el cap´ıtulo 6).
Varias de las aserciones a lo largo de este cap´ıtulo son simples generaliza-
ciones de el caso uno-dimensional (vea el cap´ıtulo 3); por lo tanto, omitiremos
algunas pruebas que solo requieren repetir argumentos usados previamente.
5.1. El Espacio de Hardy H2(∂Bn)
Considere L2(∂Bn) el espacio de Lebesgue de funciones cuadrado-integrables
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Definicio´n 5.1.1. H2(∂Bn) definido como la L
2(∂Bn) cerradura de {f |∂Bn :
f ∈ A(Bn)} es llamado espacio de Hardy sobre Bn.
Definicio´n 5.1.2. La proyeccio´n ortogonal P : L2(∂Bn)→ H2(∂Bn) es lla-
mada proyeccio´n de Cauchy-Sze¨go.
5.2. Operadores Toeplitz en H2(∂Bn)
Definicio´n 5.2.1. Para una funcio´n continua f sobre ∂Bn, el operador mul-
tiplicacio´n con s´ımbolo f , denotado por mf : L
2(∂Bn) → L2(∂Bn), esta
definido como mf (g) := fg
Nota 5.2.1. ‖mf (g)‖2 = ‖fg‖2 ≤ ‖f‖∞‖g‖2. Por lo tanto ‖mf‖op ≤ ‖f‖∞.
Nota 5.2.2. Como 〈mf (h), g〉 = 〈h, f¯g〉 para todo h, g ∈ L2(Bn), entonces
mf
∗ = mf¯
Definicio´n 5.2.2. para una funcio´n continua f sobre ∂Bn, el operador
Hardy-Toeplitz con s´ımbolo f , denotado por Tf : H
2(∂Bn) → H2(∂Bn),
esta definido como Tf (g) := P ◦mf (g)
Proposicio´n 5.2.3. Para todo f ∈ C(∂Bn), tenemos que
(i) ‖Tf‖op ≤ ‖f‖∞
(ii) Tf
∗ = Tf¯
Si ϕ ∈ H2(∂Bn) ∩ C(∂Bn) , entonces
(iii) TfTϕ = Tfϕ
(iv) Tϕ¯Tf = Tϕ¯f
Definicio´n 5.2.4. El C∗-algebra Hardy-Toeplitz sobre ∂Bn esta definido co-
mo el C∗-algebra unitario T (∂Bn) := C∗〈Tf : f ∈ C(∂Bn)〉 generado por
todos los operadores Toeplitz con s´ımbolo continuo.
Proposicio´n 5.2.5. T (∂Bn) no es conmutativo.
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Demostracio´n. Como f(z) = z1 ∈ H2(∂Bn), tenemos que
Tf (1) = P (f) = f
No es dif´ıcil verificar que f¯ = z¯1 ∈ H2(∂Bn)⊥ pues basta con verificar 〈f¯ , p〉 =
0 para cualquier polinomio p ∈ P (Cn) porque P (Cn) es denso en A(Bn).
Entonces tenemos que
Tf¯ (1) = P (f¯) = 0
Note que |f |2 no esta en H2(∂Bn)⊥, porque 〈|f |2, 1〉 =
∫
∂Bn
|f 2(z)|dσ(z) 6= 0.
En consecuencia
TfTf¯ (1) = 0 Tf¯Tf (1) = Tf¯ (f) = P (|f |2) 6= 0
Por lo tanto T (∂Bn) no es conmutativo.
Proposicio´n 5.2.6. T (∂Bn) = C∗〈Tp : p ∈ P (Cn)〉, donde P (Cn) es el
conjunto de polinomios sobre Cn
Proposicio´n 5.2.7. T (∂Bn) actu´a irreduc´ıblemente sobre H2(∂Bn)
Demostracio´n. Sea B : H2(∂Bn) → H2(∂Bn) una proyeccio´n ortogonal
que conmuta con T (∂Bn). Entonces TfB = BTf sobre H2(∂Bn) para to-
do f ∈ C(∂Bn).
Note que pB(1) ∈ H2(∂Bn) para cualquier p ∈ P (Cn), entonces para cual-
quier p, q ∈ P (Cn)
B(q) = B(q1) = B(Tq(1)) = TqB(1) = P (qB(1)) = qB(1)
〈B(1), p¯q〉 = 〈pB(1), q〉 = 〈Tp(B(1)), q〉 = 〈(Tp ◦B)(1), q〉
= 〈(B ◦ Tp)(1), q〉 = 〈B(p), q〉
〈B(p), q〉 = 〈p,B(q)〉 = 〈p, qB(1)〉 = 〈B(1), p¯q〉 ⇒ 〈B(1)− B(1), p¯q〉 = 0
Como el algebra generada por {p¯q : p, q ∈ P (Cn)} es denso en C(∂Bn) y
C(∂Bn) es denso en L
2(∂Bn), el algebra generada by {p¯q : p, q ∈ P (Cn)} es
denso en L2(∂Bn). En consecuencia,
B(1)− B(1) = 0
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Denote f = B(1), entonces f = f¯ ,i.e., f es real sobre ∂Bn.
Usando la fo´rmula integral de Poisson extendemos f a una funcio´n holomorfa




f(w)S(z, w)dσ(w) ∀z ∈ Bn
define una funcio´n holomorfa sobre Bn donde S(z, w) es el kernel de Szego.
Pero nosotros sabemos que f es real sobre ∂Bn, se sigue que Pf es real sobre
Bn; entonces, Pf es constante. Por lo tanto f ≡ a es una funcio´n constante
de valor real.
Como B2 = B y B(1) = a es constante, entonces
a = B(1) = B2(1) = B(B(1)) = B(a,1) = a.B(1) = a2
Esto implica que B(1) = 1 o B(1) = 0.
Por lo tanto B = 0 o B = Id.
5.3. Caracterizacio´n del Algebra de Toeplitz
T (D)
Proposicio´n 5.3.1. Sea f ∈ C(B¯n). Entonces
Hf := (I − P )mf : H2(∂Bn)→ L2(∂Bn)
es un operador compacto.
Demostracio´n. Vea el Teorema 4.2.17 of [Upm, p. 253].
Corolario 5.3.2. Sea f , g ∈ C(B¯n), entonces Tf ◦ Tg − Tfg es un operador
compacto.
Nota 5.3.1. Recuerde que para cualquier funcio´n g ∈ A(Bn) = O(Bn) ∩
C(B¯n), la funcio´n restriccio´n g|∂Bn ∈ H2(∂Bn). Por esta razo´n vamos a per-
mitir el abuso de notacio´n A(Bn) ⊂ H2(∂Bn) en el siguiente lema.
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Lema 5.3.3. Existe una funcio´n
∂Bn → A(Bn) ⊂ H2(∂Bn)
w 7→ hw
donde hw es una funcio´n pico en w.
Demostracio´n. Es claro que Bn es un dominio estrictamente (fuertemente)
pseudo-convexo con frontera C∞. El teorema se sigue usando el Teorema
5.2.15 de [Kra, p. 188].
Nota 5.3.2. Por la continuidad de hw y su propiedad de funcio´n pico en w,
para cada vecindad abierta U ⊂ ∂Bn of w ∈ ∂Bn existe una vecindad abierta










|hw(z)|2ndσ(z) → f(w) cuando n→∞
Demostracio´n. El argumento usado en la Proposicio´n 4.3.7 funciona para
esta prueba.
Corolario 5.3.5. Sea f ∈ C(∂Bn) una funcio´n de valores reales no-negativa.






‖fhn‖2 → f(w) cuando n→∞
Proposicio´n 5.3.6. Sea p un polinomio en k variables no conmutativas.
Entonces
‖p(Tf1 , ..., Tfk)‖op ≥ ‖p(f1, ..., fk)‖∞
donde fj ∈ C(∂Bn) para 1 ≤ j ≤ k
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Demostracio´n. El argumento usado en el caso del espacio Bergman puede
ser fa´cilmente adaptada a esta prueba.
Teorema 5.3.7. El C∗-algebra Hardy-Toeplitz T (∂Bn) tiene como ideal con-
mutador K(H2(∂Bn)) (operadores compactos), y existe un C∗-isomorfismo
ρ : C(∂Bn)→ T (∂Bn)/K(H2(∂Bn)) , ρ(f) := Tf +K(H2(∂Bn))
Demostracio´n. El conmutador
[Tf , Tg] := TfTg − TgTf = (TfTg − Tfg)− (TgTf − Tgf )
es un operador compacto porque cada semi-conmutador es un operador com-
pacto.
Entonces, el ideal conmutador T ′(Bn) generado por los conmutadores [Tf , Tg]
es contenido en K(H2(∂Bn))
Sabemos que T (∂Bn) no es conmutativo, entonces T ′(Bn) 6= 0
Como T (∂Bn) actu´a irreduc´ıblemente sobre H2(∂Bn) y por el Corolario 2 de
[Arv, p. 18], K(H2(∂Bn)) ⊆ T (∂Bn). Entonces T ′(Bn) es un ideal no-cero de
K(H2(∂Bn)). Por el Corolario 1 de [Arv, p. 18], T ′(Bn) = K(H2(∂Bn)).
En consecuencia,
ρ : C(∂Bn)→ T (∂Bn)/K(H2(∂Bn)) , ρ(f) := Tf +K(H2(∂Bn))
es un C∗-homomorfismo (bien definido) que es sobreyectivo.
Sea f ∈ Ker(ρ) i.e. Tf es un operador compacto.
Sea B ∈ K(H2(∂Bn)). Entonces B esta en el C∗-ideal generado por los semi-
conmutadores; por lo tanto, A = limAn donde An es una suma finita de
operadores de la forma
Tf1 , ..., Tfk(TFTG − TFG)Tg1 , ..., Tgm
Considere el polinomio de variables no-conmutativas con te´rminos de la mis-
ma forma que los te´rminos deAn, i.e., con te´rminos de la forma x1x2...xk(z1z2−
z3)y1...ym.
Usando la proposicio´n anterior y
f1...fk(FG− FG)g1...gm = 0
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tenemos
‖f‖∞ ≤ ‖Tf + An‖op
En consecuencia ‖f‖∞ ≤ ‖Tf + A‖op
Como f ∈ Ker(ρ), tenemos que f ≡ 0.
Corolario 5.3.8. Tf es Fredholm si y solo si f(z) 6= 0 ∀z ∈ ∂Bn.
Demostracio´n. La prueba es la misma que en el Corolario 4,4,6.
Cap´ıtulo 6
Aplicacio´n: Un Teorema de
I´ndices para Operadores
Toeplitz
La lectura de [StZ] ha sido la motivacio´n para este cap´ıtulo. En es-
te cap´ıtulo mostraremos un teorema de ı´ndices para operadores Bergman-
Toeplitz y Hardy-Toeplitz sobre la bola unitaria. En dimensio´n uno, este teo-
rema nos da una relacio´n entre el ı´ndice (anal´ıtico) de un operador Freholm-
Toeplitz y el nu´mero de vueltas de su s´ımbolo. Sucede que en dimensiones
mayores que uno el ı´ndice de un operador Toeplitz (con s´ımbolo scalar) es
cero. Comenzaremos dando las propiedades ba´sicas de operadores Fredholm
y de los ı´ndices de estos operadores. La prueba de estos resultados pueden
ser encontrados en [BsB] y [BoS].
Teorema 6.0.9 (Teorema de Atkinson). El espacio de operadores Fredholm
es cerrado bajo la composicio´n, la operacio´n adjunto y la adicio´n de opera-
dores compactos.
Corolario 6.0.10. Sean A,B operadores Fredholm y K un operador com-
pacto, entonces
(i) Ind(A∗) = −Ind(A)
(ii) Ind(AB) = Ind(A) + Ind(B)
(iii) Ind(A+K) = Ind(A)
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Teorema 6.0.11 (Teorema de Dieudonne). Sea F el espacio de operadores
Fredholm. El ı´ndice es constante sobre cada componente conexa de F .
Corolario 6.0.12. Sea D la bola unitaria Bn o ∂Bn. Entonces, el ı´ndice
del operador (Hardy or Bergman)-Toeplitz Tft sobre Bn es constante bajo la
homotop´ıa
ft : D → C
donde ft no se anula en ∂Bn.
Demostracio´n. La hipo´sesis que ft no se anula ∂Bn garantiza que los opera-
dores Toeplitz Tft son Fredholm. En consecuencia la homotop´ıa, ft define un
camino continuo
t 7→ Tft
en F porque la norma de un operador Toeplitz es menor que la norma del
infinito de su s´ımbolo.
Por lo tanto, la prueba del corolario se sigue por el Teorema de Dieudonne.
Lema 6.0.13. Sea f(z) = zm ∈ C(S1). Entonces Ind(Tf ) = −m
















En consecuencia dim(Ker(Tf )) = 0 y dim(Coker(Tf )) = m. Por lo tanto
Ind(f) = −m.
Si m es negativo, f(z) = z¯−m. Por la parte (i) en el Corolario 6.0.10 tenemos
que Ind(Tf ) = −(m) = −m.
Teorema 6.0.14. Sea f ∈ C(∂Bn) y f(z) 6= 0 ∀z ∈ ∂Bn. Entonces
Ind(Tf ) = −wind(f) if n = 1
y
Ind(Tf ) = 0 if n > 1
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Demostracio´n. Suponga que n = 1. Sea m el nu´mero de vueltas de f . En-
tonces f es homoto´pico a zm con imagen en C \ {0}. Como cualquiera de
las funciones (o caminos) ft en la homotop´ıa no toma el valor cero, Tft es
Fredholm para todo t.
Por otro lado, por el Corolario 6.0.12 el ı´ndice de Tf es invariante bajo la
homotop´ıa anterior. Esto significa que
Ind(Tf ) = Ind(Tzm)
Por lo tanto Ind(Tf ) = −m.
Si n > 1, ∂Bn = S
2n−1 es simplemente conexo. Note que usando la homotop´ıa




g : S2n−1 → S1
y
p : R→ S1
son espacios cubrimiento de S1.
Por la Proposicio´n 1.33 de [Htc] existe un levantamiento g˜ : S2n−1 → R de
g porque
g∗(π1(S
2n−1)) = {0} ⊆ p∗(π1(R)) = {0}
Claramente g˜ es homoto´pico a la funcio´n constante cero. Entonces g : S2n−1 →
S1 es homoto´pico a una funcio´n constante a ∈ S1.
Adema´s, f : S2n−1 → C \ {0} es homoto´pico a la funcio´n constante a.
Por el Corolario 6.0.12, tenemos Ind(Tf ) = Ind(Ta) = 0.
Ahora daremos un teorema de ı´ndice para operadores Bergman-Toeplitz
(que son Fredholm) que es similar al resultado obtenido para el caso de es-
pacio de Hardy.
Lema 6.0.15. Sea f(z) = zm ∈ C(D¯). Entonces Ind(Tf ) = −m = −wind(f |S1)
Demostracio´n. Aplique la misma idea que el lema anterior.
Teorema 6.0.16. Sea f ∈ C(B¯n) y f(z) 6= 0 ∀z ∈ ∂Bn. Entonces
Ind(Tf ) = −wind(f |S1)) si n = 1
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y
Ind(Tf ) = 0 si n > 1
Demostracio´n. Suponga que n = 1. Sea m el nu´mero de vueltas de f |S1 .
Entonces existe una homotop´ıa ft con imagenes en C \ {0} entre f |S1 y zm
(como funcio´n definida sobre S1). Podemos extender la homotop´ıa ft to gt
una homotop´ıa sobre D¯ tal que gt|S1 = ft. Esta homotop´ıa esta definida como
gt(z) := |z|ft( z|z|) si z 6= 0
= 0 si z = 0
Como cualquiera de las funciones (o caminos) gt|S1 = ft en la homotop´ıa no
toma el valor cero, Tgt es un operador Fredholm para todo t.
Como g0(z) = f(z) y g1(z) = z
m ∀z ∈ S1,
Ind(Tg0) = Ind(Tf ) y Ind(Tg1) = Ind(Tzm)
Por Corolario 6.0.12 y el lema anterior, tenemos que Ind(Tf ) = −m.
Si n > 1 ∂Bn = S
2n−1 es simplemente conexo. Como en la prueba del teorema
precedente, existe una homotop´ıa ft : S
2n−1 → C \ {0} entre f |S2n−1 y f(p)
donde p es cualquier punto en S2n−1.
Podemos extender la homotop´ıa ft a gt, una homotop´ıa sobre B¯n tal que
gt|S2n−1 = ft como arriba.
Se sigue que
Ind(Tf ) = Ind(Tf(p)) = 0
Cap´ıtulo 7
Ape´ndice
En lo que sigue mencionaremos algunos resultados (no cubiertos en este
trabajo) y referencias en donde estas aserciones esta´n demostradas.
Para calcular el ı´ndice de un operador Toeplitz sobre ∆(0, 1) ⊂ Cn para
n > 1 necesitamos caracterizar los operadores Fredholm-Toeplitz.
Para el caso del espacio de Hardy y para n = 2, tenemos que
Corolario 7.0.17. Sea f ∈ C(T 2). Entonces Tf es Fredholm sobre H2(T 2)
si y solo si
f(z1, z2) 6= 0 ∀(z1, z2) ∈ T 2
wind1(f) = wind2(f) = 0
donde windj(f) es el nu´mero de vueltas de la funcio´n obtenida fijando la
variable j.
Adema´s, si Tf es Fredholm entonces Ind(Tf ) = 0.
La prueba de este corolario puede ser encontrada en [BoS, p. 353].
Por el caso del espacio Bergman, asumiendo compacidad del operador Han-
kel Hf y Tf Fredholm, tenemos un teorema de ı´ndice ana´logo al de la bola
unitaria (vea [StZ] ).
La anulacio´n de los ı´ndices de los operadores Fredholm Toeplitz en do-
minios de dimensio´n alta es consecuencia de nuestro enfoque en operadores
Toeplitz con s´ımbolos que son funciones escalares. En estos dominios, los
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operadores Toeplitz con s´ımbolos que son funciones matriciales pueden tener
ı´ndices no nulos (vea [Upm] para los detalles).
Para C∗-algebras cuyos ideales conmutadores no son contenidos en el ideal
de operadores compactos, puede ser u´til generalizar el ı´ndice de un operador
Fredholm a un ı´ndice que vive en la K-teor´ıa de un C∗-algebra. Algunos
detalles son encontrados en [Upm, Ch. 5].
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